1 Metrické prostory

1.1 Uplné metrické prostory

Pojem 1.1 (Cauchyovska posloupnost v metrickém prostoru) Necht (P, p) je metricky
prostor a {X,} je posloupnost prvkii P. Rekneme, %e {X,} je cauchyovska, jestlize plati:

Ve e Rye > 0,3ng € N,Vn,m € Nyn,m > ng : p(Xp, Xom < €)

Pojem 1.2 (Uplny metricky prostor) Rekneme, Ze metricky prostor (P, p) je uplny, jestlize
kazZdd cauchyovskd posloupnost v (P, p) je konvergentni v (P, p).

Véta 1.1 (O vztahu kompaktnosti a aplnosti) Necht je (P, p) kompaktni. Pak (P, p) je
uplnyg.

Véta 1.2 (O vztahu uzavienosti a iplnosti) Necht (P, p) je uplny metricky prostor. M C
P Pak plati (M, p |pxar) je uplng < M je uzaviend v (P, p).

Definice 1.1 (Pramér mnoZiny) Necht (P, p) je metricky prostor, A C P, A # (. Dia-
metrem mnoziny A rozumime:

diam A = sup{p(z,y);x € A,y € A}

Definice 1.2 (Supremova metrika) po(f,g) = sup,¢jo 1 [f(z) — g(z)|

Definice 1.3 (Integralni metrika) p(f,g) = sup fol |f(x) — g(z)|dx

Definice 1.4 (Zdédéna metrika) Necht (P, p) je metricky prostor a necht A C P, A # ()
potom (A, p) je opét metricky prostor se zdédénou (indukovanou) metrikou p.

Véta 1.3 (Cantorova véta - bez dukazu) Necht (P, p) je metricky prostor. Pak je ekvi-
valentni:

(i) (P, p) je tiplny
(ii) Pro kazdou posloupnost v (P, p) uzavienych neprazdnych mnozin {A,}, kterd spliuje:
limdiam A, =0 a A1 D Ay D A3 D ..., plati Ze ﬂzo:l A, je jednoprvkovd mnoZina.
1.2 Banachova véta o kontrakci

Pojem 1.3 (Kontrakce) Necht (P,p) je metricky prostor a T : P — P. Rekneme, Ze T je
kontrakce, jestlize existuje v € (0,1) takové, Ze

Vo,y € P:p(T(2),T(y)) < vp(z,y)

Véta 1.4 (Banachova véta o kontrakci) Necht (P, p) je iuplny, neprazdny metricky pro-
stor aT : P — P je kontrakce. Pak existuje x* € P takové, ze T'(x*) = x*. Takové x* existuje
praveé jedno.



Definice 1.5 (Neexpanzivni zobrazeni) Necht (P,p) je metricky prostor a T : P — P.
Rekneme, Ze T je neexpanzivni zobrazeni jestlize:

Vr,y € Pz #y: p(T(x), T(y)) < p(x,y)

Véta 1.5 (O pevném bodu neexpanzivniho zobrazeni) Necht (P, p) je kompaktni, T :
P — P neexpanzivni. Potom T md v D prave jeden pevny bod.

Véta 1.6 (O pevném bodu mocniny kontrakce) Necht (P, p) je uplny metricky prostor
a necht T : P — P, pro které existuje n € N takové, Ze T™ je kontrakce. Potom T md v P
prave jeden pevny bod.

1.3 Souvislé metrické prostory

Pojem 1.4 (Souvisly prostor) Metricky prostor (P, p) se nazjvd nesouvisly, jestlize exis-
tuji dvé neprdzdné, oteviené a disjinktni mnoziny Gy, Ga takové, Ze P = G1UG2. V opacném
pripadé je (P, p) souvisly. Neprdzdnd podmnozina A prostoru P se nazjvd nesouvisld, jestlize
je metricky prostor (A, p) nesouvisly.

Definice 1.6 (Obojetna mnozina) Mnozina H C P se nazyvd obojetnd, jestliZe je ne-
prazdnad, riznd od P, otevrend a uzaviend.

Véta 1.7 (Charakterizace souvislych prostoru) Pro (P,p) je ekvivalentni:
(i) P je nesouvisly
(ii) ezistuje obojetnd mnozina H C P
(i) existuje spojité zobrazeni f : P 253 {0,1}
(v) ezistuji dvé neprazdné disjunktni a uzaviené mnoziny F1, Fo, P = F1 U Fy

Véta 1.8 (Vlastnosti souvislych prostorta) (P, p) je metricky prostor. Ndsledugici vijroky
jsou ekvivalentni:

(i) Spojity obraz souvislé mnoZiny je souvisld mnoZina

(ii) Necht A je souvislda mnozina v (P, p). Necht A C B C A. Potom B je souvisld (a spec
A je souvislad).

(iii) Necht mnoziny {Aa} jsou sovislé v (P, p) a necht (), Aa # 0 potom (), Aa je souvisld.
(iv) Necht A C R potom A je souwvisld < A je interval.

Definice 1.7 (Oblouk) Mnozina I C (P,p) se nazyvd oblouk, jestlize je to spojity obraz
uzavreného intervalu.

Definice 1.8 (Obloukové souvisld mnozina) Mnozina A C (P, p) se nazyvd obloukové
souvisla, jestlize lze kaZdé dva jeji body spojit obloukem.

Véta 1.9 (O vztahu souvislosti a obloukové souvislosti) KaZda obloukové souvisld mno-
Zina je souvisla.



2 Obycejné diferencialni rovnice

2.1 Obycejné diferencialni rovnice - zakladni pojmy a véty

Definice 2.1 (Rozsifeni FeSeni - nezk.) Rekneme, Ze (y,I) je rozsitenim feseni (y,I),
jestlize:

(i) § vesi dif. rovnici na I
(i) TCT
(i) y =y na I

Pojem 2.1 (Maximalni FeSeni obyc¢ejné diferencidlni rovnice) (y,I) je maximdlni (uplné)
resent diff. rovnice, jestlize

(i) y Tesi na I
(i) neezxistuje Zddné rozsireni

Véta 2.1 (Peanova véta - bez ditkazu) NechtQ C R, f € C(Q). Necht (20,90, Y1, -+ Yn_1) €
Q, potom existuje interval U(xg) a funkce y definovand aspon na U(xg) tak, Ze

y(z) = flzy@),y (@), ...y" (x))

y(xo) = wo
y/(l’o) = U
y" D(zg) = gy

Definice 2.2 (Rovnice rozieSsena vzhledem k nejvyssi derivaci)

y(n)(xO) - f(.%',y([ﬂ),y/(.%'), s 7yn—1(x))

Definice 2.3 (Lokalne lipschitzovské funkce vice proménnych) Q C R*™1 — R spl-
nuje lokalni lipschitzovskou podminku vzhledem poslednim n proménngm, jestliZe:

VYU C Q,omezené, Hva(xay07y1> cee 7yn71)7 ($7%aﬁ> e 'ayn+1) eU:

n—1
’f(f'%yanla <. ,yn—l) - f(x’%7m’ s 7?/n+1)| < KZ |y1 - E|
i=0
2.2 Obycejné diferencialni rovnice 1. radu

Véta 2.2 (Peanova pro obyéejné diferencialni rovnice 1. ¥adu - nezk.) NechtQ C R?,
f:Q — R spojitd, (xg,yo) € Q. Potom I(xg—9,x0—"y)Ty definovand asporn na (xo—3d, x9+7)
takovd, Ze:

y(zr) = f(z,y(x))
y(ro) = wo



Véta 2.3 (Picardova pro obyé&ejné diferencialni rovnice 1. ¥addu) Necht Q C R?, f :
Q — R spojitd, (zo,y0) € Q a necht plati podminka lokdlni lipschitzovskosti pro y:

YU C Q3K : |f(z,y) — f(2,9)| < K(x —7)  (z,9),(2,5) €U

Potom je teseni lokdlné jednoznacné. (Kazdd dvé teseni splyvaji na priniku svych definic¢nich
obori, existuje-li mazimdlni Tesent, pak je jediné)

Definice 2.4 (Obycejna diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi)
y = f(@)g(y)

Véta 2.4 (O existenci FeSeni rovnice se separovanymi proménnymi - bez dukazu)
Necht f : (a,b) — R spojitd, g : (¢,d) — R spojita a nenulovd, xg € (a,b), yo € (¢,d). Pak
bodem (xg,yo) prochdzi pravé jedno maximdlni veseni y rovnice y' = f(x)g(x), y(xo) = yo.

Definice 2.5 (Linearni oby¢ejné diferencialni rovnice)

y(x) = a(@)y(x)+d(x)

y = ay+b

a, b spojiteé funkce na I

2.3 Systémy linearnich rovnic 1. fadu a linearni rovnice fadu n

Definice 2.6 (Linearni oby¢ejna diferencialni rovnice - nezk.) I C R, a;: [ = R,i =
0,...,n—1,b: 1 — R spojité. Rovnici y™ + ap_1y™ Y + ... 4+ agy = b nazveme linedrni
ODR radu n.

Definice 2.7 (Systém linearnich obyéejnach diferencialnich rovnic)

y/1 = anyr +any2+...+apnyn + b
Yh = aoyr+ asys + ...+ azmyn + be
Y = aniy1 + an2y2 + ... + Gunyn + by

ylv"‘vyn:-[_)]R

aj; : I —R spojité

b; : I —- R

Podminky: y;(x0) = (y°)s. Zkrdceny maticovy zdpis: iy’ = Ay + b, kde y, b jsou vektorové
funkce y,b:— R™, A maticovd funkce A: 1 — R,

Véta 2.5 (O globalni existenci a jednoznac¢nosti FeSeni systému linedrnich ODR 1. fadu)
I C R, a;j,b; : I — R spojité, i, = 1,...,n, x9 € 1, yY € R™. Potom existuje prdvé jedno

reSeni y systému y' = Ax + b jehoZ definicnim oborem je I splriujici okrajovou podminku

y(z0) = y°. To jest

yi(x) = Zaij(x)yj(:v) +bi(z) Veel i=1,...,n
j=1

a podm. y;(xo) = (y°);



Véta 2.6 (Vlastnosti prostoru reSeni systému linearnich ODR 1. fadu) Necht je ddn
systém y = Az + b, s obvyklymi podminkami. Oznacime-li Ly = ' — Ay, H = Ker L =
{y, Ly = 0}, pak plati:

(i) L je linedrni zobrazeni, H je vektorovy prostor dimenze n.

(i) Oznacme M = {y, Ly = b}. Potom ezistuje yo takové, Ze M = yo+H = {yo+h,h € H}
a Lyy=2>5

Pojem 2.2 (Fundamentélni matice homogenniho systému ODR 1. fadu) Fundamentdlnim
systémem reseni homogenniho systému y' = Ay + b nazgjvdme libovolnou bdzi prostoru

H. Necht [y',...,y"] je FSR systému y' = Ay + b, potom fukce y* chdpeme jako sloupcové

vektory, které lze poskladat do tzv. fundamentalni matice homogennitho systému

Definice 2.8 (Wronského determinant) Nechf f!,..., f" jsou vektorové funkce na I. Pak
Wronskidnem funkci f1,...  f* nazjvime funkci W(z) = Wi, ), Wi I — R, definova-
nou predpisem:
fit@) ... fix)
Wfl,...7fn (.’E) = det . , T € I

fa@) o (@)

Véta 2.7 (O Wronskianu a linearni zavislosti feSeni) Nechf[y!,...,y"] jsou resend sys-
tému vy’ = Ay, kde A je spojitd matice

1

(i) jestlize W (xg) = 0 pro néjaké xg € I, pak je W(x) =0 pro vdechna z € I a[y,...,y"]

jsou linearné zdvislé

(ii) jestlize W (xo) # 0 pro néjaké xg € I, pak je W(x) # 0 pro vsechna x € I a [y',...,y"]
jsou linedrné nezdvisle.

Véta 2.8 (O variaci konstant pro systém linearnich ODR 1. ¥adu) Necht A, b spoyzte
necht [y, ..., y"] je FSR homogenniho systému y' = Ay + b. Potom existuji ci,...,c

I — R,¢; € C(I) takové, ze y(z) = Y, ci(x)yi(z ) je resenim nehomogenniho systemu
/

y = Ay +0b.

2.4 Rovnice a systémy linearnich rovnic s konstantnimi koeficienty

Definice 2.9 (Vlastni ¢islo a vlastni vektor matice) A je vlastni ¢islo matice A, po-
kud existuje nenulovy vektor v tak, Ze Av = Av. Takovy vektor se nazyjvd vlastni vektor pri-
slusng k X. v je vlastni vektor prislusny k X\ < v je nenulovym tesenim soustavy (A—AE)v = 0.
lambda je vlastni ¢islo matice A, jestlize plati: P(A\) = det(A — AE), P(\) = 0.

Véta 2.9 (O FSR systému linearnich ODR 1. ¥adu s bazi z vlastnich vektort) Necht
A je podobnd diagondlni matici, necht \1, ..., A\, jsou vlastni ¢isla A (kazdé tolikrat, kolik je
jeho ndsobnost), vt ... v" jsou pFislusné vektory. Potom matice (vieM?, .. v”eA”z) tvory
FSR systému y' = Ay + b.



Definice 2.10 (P¥idruZeny vektor, fetézec) Systém nenulovijch vektori vl,... 0F na-

zveme Tetézcem odpovidajicim vlastnimu ¢islu A matice A, jestlize:

(A= XEW' = 0 vl vlastni
(A= AEW? = ot v? pridruzeny vektor stupné 1
(A= AEYF = o1 oF pridruzeny vektor stupné k — 1

Ke kazdému Jordanovu bloku délky k existuje Tetezec délky k.

Definice 2.11 (Exponencidla matice) Necht A je ¢tvercovd matice typu (n X n). Potom
exp A oznacuje ctvercovou matici Y oo Ak—f Specidlné definujeme maticovou funkci e* =

k .k
Ak!x z € R.

Véta 2.10 (Vlastnosti exponencialy na matici - bez dukazu)
(i) A, B typu (n x n), potom eA+8 = edeB
(ii) L(eA?) = Aed”
Véta 2.11 (O FSR systému linearnich ODR. 1. ¥4du s konstantnimi koeficienty) Necht
A je étvercovd, typu (n x n), H = {y,y' = Ay}. Potom H = {y = ey, v € R"} a existuje
Pi(x)

FSR H ve tvaru (y',...,y"), kde y/ = eNi® , pricemZ N; je vlastni ¢islo A a Pij

Pi()
Jsou polynomy stupné < ndsobnosti \;.

3 Lebesguenv integral v R”

3.1 Vnéjsi mira, mira, méfitelné mnozZiny a funkce

Definice 3.1 (Objem intervalu v R") Interval v R" je jakdkoliv mnoZina tvaru I =
(a1,b1) x (ag,b2) X ... X (an, by) Jordan-Peantv objem intervalu I je vol(I) = (by —aq)(ba —
az) ... (bn —ay).

Pojem 3.1 (Vnéjsi mira) Pro A C R"™ libovolnou definujeme jeji vnéjsi miru \*(A) pred-
pisem \* = inf{>22, vol(I;), A C U2, I}, Ijinterval}.

Véta 3.1 (Vlastnosti vnéjsi miry - bez dukazu)
(i) \* je definovand na celém exp(R™) = {A, A C R"}
(i) \* >0 VA € exp(R")

(i43) Mira prdzdné mnoZiny je 0.
(iv) A C B = \*(A) < X*(B) - monotonie vné&jsi miry.

(v) {4152 = M (U521 45) < 22721 A*(4;) - spocetnd subaditivita.



Pojem 3.2 (Lebesgueova mira a lebesgueovsky méritelna funkce) Rekneme, Ze mno-
Zina A je lebesgueovsky méritelna, jestlize pro kazdy interval I plati:

NI) =X INA)+ X (I\A)
Pak Lebesgueovou mirou mnoziny A je A(A) = A*(A)

Definice 3.2 (o-algebra) Necht X je mnozina, exp X systém vSech podmnozin. Nécht A C
exp X. Rekneme, Ze A je algebra, jestlize

e XcA
e ABeA=(AUB)CA
e Ac A= (X\A)cA

Rekneme, Ze A je o-algebra, jestlize je to algebra a navic
o {Aj}2 CA=UjZ, 45 €A

Véta 3.2 (Vlastnosti méritelnych mnozin - bez diukazu) M C exp(R") je systém mé-
ritelngch mnozin. Potom:

(i) M je o-algebra.
(ii) G otevienda = G € M, F uzaviend = F € M.
(iii) M je nejvétsi o-algebra takovd, Ze

e obsahuje intervaly
o \* je na ni o-aditivnd \*(U;2, Aj) = 3521 A*(4;).

(iv) Ezistuji neméritelné mnozZiny v R™
Véta 3.3 (Vlastnosti Lebesgueovy miry - bez dukazu)
(i) X je definovand na M, A\(A) > OVA € M, A\(0) = 0.
(ii)) A C B = \A) <\(B)
(i) MUy Aj) = 22521 MAj)  VA; meéritelné, disjunktni - o-aditivita miry.
(iv) X\ je translacné a rotacéné invariantni.
(v) X je dplnd: YA, NA) =0,YB C A= B e M,A(B) =0

Definice 3.3 (Platnost vyroku skoro vSude) Rekneme, Ze virok V (x) plati skoro viude
na A (pro skoro vSechna x € A), jestli Ze AN C R™ takovd, 2e A(N) =0 a V platiVx € A
N. Zkracujeme s.v.



Pojem 3.3 (Lebegueovsky méfFitelna funkce) f: A — R. Rekneme, Ze f je méritelna
funkce na A, jestlize

e f je definovand aspon s.v. na A
o Vo> 0 je {z € A, f(z) > a} méFitelnd

Definice 3.4 (Charakteristicka funkce) E C R™. Definujeme charakteristickou funkci

mnoziny E:
1 z€FE

AE(x){ 0 2¢E

Véta 3.4 (Vlastnosti méritelnych funkci - bez dukazu) f, g, {f,} méritelné funkce na
M e M, a € R. Potom plati:

(i) PC M, Pe M= f méritelnd na P.

(ii) f méfitelnd na M;,i € N, potom f je méritelnd na | J;=, M;.

(iii) f+g, f—g, ag, 5 (f #0) jsou méritelnd tam, kde vyrazy maji smysl.

(w) f+, =, |f|, max{f, g}, min{f, g} méritelné na M.

(v) sup,, fn, inf, f,, limsup,, f,, iminf, f,, > f, jsou méritelné tam, kde to md smysl.
(vi) F € C(M), M € M = F méritelnd.

(vii) F : R" — R spojitd, fi,...,fn : R — R méritelné, pak F(f1,...,fn) : R — R je

meritelnd.

3.2 Lebesgueuv integral - konstrukce a zakladni vlastnosti
Definice 3.5 (Jednoducha funkce) Funkce S na M se nazjvd jednoduchd, jestlize:

(i) je definovana s.v. na M

(i) nabyvd konecné mnoha konecnych hodnot

Definice 3.6 (Lebesgueuv integral jednoduché funkce) Necht S je Z,fil cida, nezd-
pornd, méfitelnd jednoduchd funkce na M. Pak Lebesgueovym integralem funkce S nazy-

vdame ¢islo N
(L) / S(z)dr = eiha,
M =

Pojem 3.4 (Lebesgueuv integral z dané funkce) Necht fje nezdpornd méritelnd funkce.
Pak definujeme

@) [tz = swp (1) [ S

0<S<f

Necht f je libovolnd (ne nutné > 0) méritelnd funkce. Pak definujeme

() /M f(@)de = (L) /M 1+ (@)de — (L) /M I~ (@)ds



Véta 3.5 (O existenci a konvergenci Lebesgueova integralu - bez dukazu)
(i) f<gsv.naM,3[,g<+0c0=3[,f<+c0.3 [, [f>—00=3[,,9>—
(W) g < f<hsvnabM,g, he L(M), pak f € LIM)& [,,9< [, [ < [y b

(i) c1 < f < cp s.v.ma M, A(M) < oo= ctAM) < [, < ca\(M)

(i) |fl < g, s.v.na M, geL(M)= feLM), [, If| < [y9

Véta 3.6 (Srovnavaci kritérium pro konvergenci Lebesgueova integralu - bez dukazu)
f,9 >0, spojité na [a,b), —co < a < b < +00. Necht lim,_j,_ % =A
(i) Je-li A € (0,00), pak fff konverguje < f;g konverguje.
(11) Je-li A =0, pak ffg konverguje < fff konverguje.
(111) Je-li A = oo, pak f:g diverguje < fff diverguge.
Analogicky pro limg %, fyg >0, spojité na (a,b]

Véta 3.7 (O vztahu Lebesgueova a Newtonova integralu) f > 0, spojita na (a,b),
—o00 < a < b < +o00. Potom (L) f;f(x)dx = (N) fab f(z)dz. (Oba ezistuji a rovnaji se,
moznost [ = oo pripoustime)

Definice 3.7 (Existence a konvergence Lebesgueova integralu) Rikdme, e [ f(z)dx
existuje, jestlize je definovdn. (rozdil f* — f~ md smysl - aspon jedno z cisel f+ ,f~ je
konecné) Rikime, Ze [ f(x)dx konverguje, jestlize existuje a je konecny. (obé éisla f* ,f~
jsou konecnd)

Véta 3.8 (Srovnavaci skaly pro konvergenci Lebesgueova integralu)
(i) fOK x%dx konverguje & a > —1VK € (0,00)
(i) [7°x*dx konverguje & o < —1Vo € (0, 00)
Analogicky pro fOK(a; —a)%dz a [J°(b— x)*dx
(#ii) fOK 2| log z|%dx konverguje < bud a > —1 nebo a = —1&8 < —1

(iv) [°2®|logz|°dx kovnerguje < bud o < —1 nebo o = —1&f < —1



