1 Metrické prostory

1.1 Uplné metrické prostory

Pojem 1.1 (Cauchyovska posloupnost v metrickém prostoru) Necht (P, p) je metricky
prostor a {X,} je posloupnost prvki P. Rekneme, %e {X,} je cauchyovskd, jestlize plati:

Ve e Roe > 0,3Ing € N,Vn,m € Nyn,m > ng : p(Xp, X < €)

Pojem 1.2 (Uplny metricky prostor) Rekneme, e metrickij prostor (P, p) je uplny, jestlize
kazdd cauchyovskd posloupnost v (P, p) je konvergentni v (P, p).

Véta 1.1 (O vztahu kompaktnosti a Gaplnosti) Necht je (P,p) kompaktni. Pak (P,p) je
Uplng.

Véta 1.2 (O vztahu uzavienosti a uplnosti) Necht (P, p) je dplnyg metricky prostor. M C
P Pak plati (M, p |mxnr) je uplng < M je uzaviend v (P, p).

Definice 1.1 (Primér mnoziny) Necht (P,p) je metricky prostor, A C P, A # (. Dia-
metrem mnoziny A rozumime:

diam A = sup{p(z,y);z € A,y € A}

Definice 1.2 (Supremové metrika) p(f,g) = supycp 7 |f(z) — 9(z)|

Definice 1.3 (Integrilni metrika) p(f,g) = sup fol |f(z) — g(z)|dz

Definice 1.4 (Zd&d&na metrika) Necht (P, p) je metricky prostor a necht A C P, A # ()
potom (A, p) je opét metricky prostor se zdédénou (indukovanou) metrikou p.

Véta 1.3 (Cantorova véta - bez dukazu) Necht (P, p) je metricky prostor. Pak je ekvi-
valentni:

(1) (P,p) je tplng
(ii) Pro kazdou posloupnost v (P, p) uzavienych neprdzdnych mnoZin {A,}, kterd spliiuje:
limdiam A, =0 a Ay D Ay D A3 D ..., plati Ze (\,—, An je jednoprvkovd mnoZzina.
1.2 Banachova véta o kontrakci
Pojem 1.3 (Kontrakce) Necht (P,p) je metricky prostor a T : P — P. Rekneme, Ze T je
kontrakce, jestlize existuje v € (0,1) takové, Ze

Vz,y € P: p(T(z),T(y)) < vp(z,y)

Véta 1.4 (Banachova véta o kontrakci) Necht (P,p) je dplny, neprizdny metricky pro-
stor a T : P — P je kontrakce. Pak ezistuje z* € P takové, zZe T(z*) = z*. Takové z* eristuje
praveé jedno.



Definice 1.5 (Neexpanzivni zobrazeni) Necht (P,p) je metricky prostor a T : P — P.
Rekneme, Ze T je neexpanzivni zobrazeni jestlize:

Vz,y € Pz #y: p(T(z), T(y)) < p(z,y)

Véta 1.5 (O pevném bodu neexpanzivniho zobrazeni) Necht (P,p) je kompaktni, T :
P — P neexpanzivni. Potom T md v D pravé jeden pevny bod.

Véta 1.6 (O pevném bodu mocniny kontrakce) Necht (P, p) je tuplny metricky prostor
a necht T : P — P, pro které existuje n € N takové, Ze T™ je kontrakce. Potom T md v P
prave jeden pevny bod.

1.3 Souvislé metrické prostory

Pojem 1.4 (Souvisly prostor) Metricky prostor (P, p) se nazjvd nesouvisly, jestlize exis-
tuji dvé neprizdné, oteviené a disjinkini mnoziny G1, Go takové, Ze P = G1UGs. V opacném
pripadé je (P, p) souvisly. Neprdazdnd podmnozina A prostoru P se nazgvd nesouvisld, jestlize
je metricky prostor (A, p) nesouvisly.

Definice 1.6 (Obojetnd mnoZina) MnoZina H C P se nazjvd obojetnd, jestliZe je ne-
prazdnd, riznd od P, oteviend a uzaviend.

Véta 1.7 (Charakterizace souvislych prostoru) Pro (P,p) je ekvivalentni:
(i) P je nesouvisly
(i) ezxistuje obojetnd mnozina H C P

(iii) existuje spojité zobrazeni f : P =3 {0,1}

(iv) ezistuji dvé neprizdné disjunktni a uzaviené mnoziny Fy, Fo, P = F; U Fy

Véta 1.8 (Vlastnosti souvislych prostora) (P,p) je metricky prostor. Nasledujici vyroky
jsou ekvivalentni:

(i) Spojity obraz souvislé mnoZiny je souvisla mnozina

(i1) Necht A je souvisld mnoZina v (P, p). Necht A C B C A. Potom B je souvisld (a spec
A je souvisld).

(iii) Necht mnoZiny {Aqs} jsou sovislé v (P, p) a necht (), Aa # 0 potom (), Aa je souvisld.
(iv) Necht A C R potom A je souvisld < A je interval.

Definice 1.7 (Oblouk) Mnozina I C (P,p) se nazjvd oblouk, jestlize je to spojity obraz
uzavreného intervalu.

Definice 1.8 (Obloukové souvisld mnoZina) Mnozina A C (P,p) se nazjvd obloukové
souvisla, jestlize lze kazdé dva jeji body spojit obloukem.

Véta 1.9 (O vztahu souvislosti a obloukové souvislosti) KaZdd obloukové souvislda mno-
Zina je souvisld.



2 Obycejné diferencialni rovnice

2.1 Obycejné diferencidlni rovnice - zakladni pojmy a véty

Definice 2.1 (Rozsifeni feSeni - nezk.) Rekneme, Ze (7,1) je rozsivenim veseni (y,I),
jestlize:

(i) 7 7esi dif. rovnici na I
(i) ICT
(i) gy =y na I

Pojem 2.1 (Maximd&lni FeSeni oby¢ejné diferencidlni rovnice) (y,I) je mazimdlni (iplné)
Teseni diff. rovnice, jestlize

(i) y Fesi na I
(ii) neexistuje Zddné rozsiveni

Véta 2.1 (Peanova véta - bez ditkazu) NechtQ C R*H | f € C(Q). Necht (2o, Y0, Y1,---»Yn_1) €
Q, potom ezistuje interval U(zg) a funkce y definovand aspon na U(xg) tak, Ze

y"(@) = flz,y(@),y'(@),....y" (@)

y(zo) = o
y'(a:o) = N
y" V() = ya

Definice 2.2 (Rovnice rozieSend vzhledem k nejvyssi derivaci)

y " (@) = f(2,y(),y(z),...,y" " (2))

Definice 2.3 (Lokdlne lipschitzovské funkce vice promé&nnych) Q C R*t! — R spi-
nuje lokdlnt lipschitzovskou podminku vzhledem poslednim n proménnym, jestlize:

VU C anmezené‘a 3K,V($,y0,y1, R 7y1171)a (way_ﬂaﬁa s ayn—|—1) eU:

n—1
|f(xay05yla S ;yn—l) - f(a;a%am’ s ,yn+1)| < KZ |y2 - E'
i=0
2.2 Obycejné diferencialni rovnice 1. ¥adu

Véta 2.2 (Peanova pro obyéejné diferencidlni rovnice 1. ¥addu - nezk.) NechtQ C R?,
f:Q — R spojitd, (zo,y0) € Q. Potom I(zo— 3,20 —y)Jy definovand aspoti na (xo— 9, zo+y)
takovd, Ze:

y(z) = flz,y(=))
y(®o) = o



Véta 2.3 (Picardova pro obyéejné diferencidlni rovnice 1. ¥ddu) Necht Q C R?, f :
Q — R spojitd, (zo,y0) € Q a necht plati podminka lokdlni lipschitzovskosti pro y:

VU C Q3K : |f(z,y) — f(z,9)| <K@z -7%) (z,9),(z,5) €U

Potom je teseni lokdlné jednoznacéné. (Kazdd dvé teseni splyvaji na priniku svjch definic¢nich
obori, existuje-li mazimdlni feseni, pak je jediné)

Definice 2.4 (Obydejné diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi)
y' = f(z)g(y)

Véta 2.4 (O existenci feSeni rovnice se separovanymi proménnymi - bez diukazu)
Necht f : (a,b) — R spojitd, g : (¢,d) — R spojitd a nenulovd, zo € (a,b), yo € (c,d). Pak
bodem (xg,yo) prochdzi pravé jedno mazimdlni veseni y rovnice y' = f(z)g(z), y(xo) = yo.

Definice 2.5 (Linedrni obyé&ejné diferencidlni rovnice)

y'(z) = a(z)y(z) +b(z)
y = ay+b

a, b spojité funkce na I

2.3 Systémy linearnich rovnic 1. ¥ddu a linearni rovnice fadu n

Definice 2.6 (Linedrni oby¢ejna diferencidlni rovnice - nezk.) ICR, a;: I - R i =
0,...,n—1,b: I — R spojité. Rovnici y™ + ap_1y™ Y + ... 4+ agy = b nazveme linedrni
ODR Fddu n.

Definice 2.7 (Systém linearnich obyéejnich diferencidlnich rovnic)

y1 = auyi+aye+...+aipyn +bi
Yh = agiy1+anys + ...+ axmyn + bo
y;l = Qp1¥Y1 t+ap2y2 + ...+ QuplYn + bn

Yly--usYn : I = R

ajj : I - R spojité

bi: I —-R

Podminky: y;(zo) = (y°);. Zkrdceny maticovyj zdpis: y' = Ay + b, kde y, b jsou vektorové
funkce y,b:— R™, A maticovd funkce A : 1 — RP
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Véta 2.5 (O globAalni existenci a jednozna¢nosti FeSeni systému linedrnich ODR 1. fadu)
I CR, a;j,b; : I — R spojité, 4,5 = 1,...,n, g € I, y? € R*. Potom ezistuje pravé jedno

Yeseni y systému y' = Ax + b jehoZ definiénim oborem je I splriujici okrajovou podminku

y(zo) = y°. To jest

yg(w):Zaij(x)yj(x)iji(av) Veel i=1,...,n
j=1

a podm. yi(zo) = (y°)s



Véta 2.6 (Vlastnosti prostoru feSeni systému linedrnich ODR 1. ¥ddu) Necht je ddin
systém y' = Az + b, s obvyklymi podminkami. Oznacime-li Ly = v — Ay, H = KerL =
{y, Ly = 0}, pak plati:

(i) L je linedrni zobrazeni, H je vektorovy prostor dimenze n.

(i) Ozna¢me M = {y, Ly = b}. Potom ezistuje yo takové, Ze M = yo+H = {yo+h,h € H}
aLyy=">

Pojem 2.2 (Fundamentélni matice homogenniho systému ODR 1. ¥ddu) Fundamentdlnim
systémem FeSeni homogenniho systému y' = Ay + b nazgvdme libovolnou bdzi prostoru

H. Necht [y!,...,y"] je FSR systému y' = Ay + b, potom fukce y* chdpeme jako sloupcové

vektory, které lze posklddat do tzv. fundamentdlni matice homogenniho systému

Definice 2.8 (Wronského determinant) Necht f!,..., f" jsou vektorové funkce na I. Pak
Wronskidnem funkci f1,..., f® nazjvime funkci W (z) = Wi, .y, W I = R, definova-

nou predpisem:
fi@) .. =)

Wfl,...,f" (.’,C) = det . ,zel
fa(z) ... fR(z)

Véta 2.7 (O Wronskidnu a linedrni zévislosti feSeni) Nechf[y',...,y"] jsou reseni sys-
tému y' = Ay, kde A je spojitd matice

(i) jestlize W (xg) = 0 pro néjaké o € I, pak je W (z) =0 pro viechna z € I a [y*,...

jsou linedarné zdvislé

(i) jestlize W (zo) # 0 pro néjaké xo € I, pak je W(z) # 0 pro viechna z € I a [y',...,y"]
jsou linedrné nezavisle.

Véta 2.8 (O variaci konstant pro systém linedrnich ODR 1. ¥ddu) Necht A,b spoyzte,
necht [yt,...,y"] je FSR homogenniho systému ' = Ay + b. Potom ezistuji c1,.

I = R € C(I) takové, Ze y(z) = Yo, ci(z)y'(z ) je Tesenim mehomogenniho systemu
/

y' = Ay +b.

2.4 Rovnice a systémy linearnich rovnic s konstantnimi koeficienty

Definice 2.9 (Vlastni ¢&islo a vlastni vektor matice) A je vlastni é&islo matice A, po-
kud existuje nenulovy vektor v tak, Ze Av = \v. Takovy vektor se nazjvd vlastni vektor pri-
slusng k X. v je vlastni vektor prislusny k X < v je nenulovym fesenim soustavy (A—AE)v = 0.
lambda je vlastni ¢islo matice A, jestlize plati: P(A\) = det(A — AE), P(A) = 0.

Véta 2.9 (O FSR systému linedrnich ODR 1. ¥ddu s bézi z vlastnich vektortl) Necht
A je podobnd diagondlni matici, necht \1, ..., Ay jsou vlastni ¢isla A (kazdé tolikrdt, kolik je
jeho ndsobnost), v',... v" jsou pFislusné vektory. Potom matice (v'eM?, .. 'U"e’\"w) tvori
FSR systéemu y' = Ay +b.



Definice 2.10 (PridruZeny vektor, Fetézec) Systém nenulovijch vektord v',... v* na-

zveme Tetézcem odpovidajicim vlastnimu ¢islu A matice A, jestlize:

(A= XE)t = 0 v! vlastni
(A—AE)v? = ot v? pridrufeny vektor stupné 1
(A= AE)WE = oF=1 ok pridrugeny vektor stupné k — 1

Ke kazdému Jordanovu bloku délky k existuje Tetézec délky k.

Definice 2.11 (Exponenciila matice) Necht A je ¢tvercovd matice typu (n X n). Potom
exp A oznacuje ¢tvercovou matici Y oo ’2—’;. Specidlné definujeme maticovou funkei eA* =

k..k
ZAk!I Tz €R

Véta 2.10 (Vlastnosti exponencidly na matici - bez dukazu)

(i) A, B typu (n x n), potom eA1B = edeB

(i) L& (eA?) = Ae’®

Véta 2.11 (O FSR systému linedrnich ODR 1. ¥4du s konstantnimi koeficienty) Necht
A je ctvercovd, typu (n x n), H = {y,y' = Ay}. Potom H = {y = ey, v € R} a ezistuje
P{ (x)

FSR H ve tvaru (y',...,y"), kde y/ = eXi® , pFidemZ N; je vlastni ¢islo A a Pz-j

P (z)
jsou polynomy stupne < ndsobnosti \;.



